MP2I ~ Lycée Champollion (2025) Pierre Karpman

DM #4 — Correction de I’algorithme du PGCD binaire
d’automne

Dans tout cet exercice, bien que ce ne soit pas vraiment nécessaire, on pourra supposer
si Uon veut que les calculs arithmétiques ont lieu en précision arbitraire (« dans N»).

On souhaite prouver la correction totale d’un algorithme de PGCD binaire. On
commence par analyser un type de boucle apparaissant dans I’algorithme, ot ’'on
suppose que la valeur initiale de la variable a est strictement positive :

while (a % 2 == 0)
{
a=a/ 2;
}
ol a est de type unsigned.
On note a et a’ les valeurs prises par la variable a en début et en fin d’une itération
de la boucle ci-dessus.

1. Prouvez l'invariant de boucle Z; : a > 0.
2. Montrez que a est un variant de cette boucle.

On définit la valuation 2-adique d’un entier naturel non nul n, notée v,(n), comme
le nombre d’occurrences du facteur 2 dans la décomposition de n en facteurs
premiers. Autrement dit, v,(n) est 'entier naturel k (éventuellement nul) le plus
grand tel que 2* divise n.

Soit a, o’ les valeurs de a avant et aprés 'exécution de la boucle ci-dessus, on veut
montrer que a’ = a + 2"2(%), Autrement dit, a’ est égal 4 a dont on a « supprimé »
tous les éventuels facteurs 2.

Pour montrer cela avec un invariant, on introduit une variable « fantdme » i (dont
on note i et i’ les valeurs en début et fin d’itération) dont le but est de compter le
nombre d’itérations dans la boucle. Cette boucle modifiée est alors :

unsigned i = O;

while (a % 2 == 0)

{
a=a/ 2;
i=1i+1

B

}

3. Prouvez l'invariant Z; suivant: a x 2' = a
4. Conclure.

L'algorithme du PGCD binaire que I'on souhaite analyser utilise en réalité la suite
de trois boucles suivantes,
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while ((a % 2 ==0) && (b % 2 == 0))

{
r =1 % 2;
a=a/ 2;
b=b/ 2;
+
while (a % 2 == 0)
{
a=a/ 2;
}
while (b % 2 == 0)
{
b=>b/ 2;
}

ol l'on suppose les variables a, b et r préalablement déclarées, et a et b de
valeurs strictement positives.
On note a, f3, p les valeurs initiales de ces variables avant la premiére boucle, o',
B’, p’ leur valeur a la fin de celle-ci, a”, B, p” ala fin de la seconde, et a”’, 5",
" ala fin de la troisiéme.
Lobjectif va étre de montrer que:

" =aq= 2v2(a)

— p"=p+ 2v2(B)

_ p”/ =p X Zmin(vz(a):"z(ﬁ))

On commence par la derniére égalité, en constatant que p””’ = p’ et qu’il suffit
donc d’analyser la premiére boucle.

5. Montrez cette égalité, en suivant la méme approche qu’aux questions 1 a 4.

6. On note i le nombre d’itérations effectuées par la premiére boucle. Montrez
que a’ x 2l =a et f/ x 21 = B.

7. Montrez que la seconde boucle termine.

8. On note j le nombre d’itérations effectuées par la seconde boucle. Montrez
que a”’ x 2/ =a’.

9. Montrez qu'on a alors a” = a + 2"(¥),

10. Conclure.

On considére maintenant la boucle principale de I'algorithme du PGCD binaire :
unsigned r = 1;
while (a > 0 && b > 0)

{
while ((a % 2 == 0) & (b % 2 == 0))
{
r =1 % 2;
a=a/ 2;
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b=>b/ 2;

}
while (a % 2 == 0)
{
a=a/ 2;
}
while (b % 2 == 0)
{
b=b/ 2;
}
if (a < b)
{
b=>b - a;
}
else
{
unsigned t = b;
b=a- b;
a==t;
}

+

ol l'on suppose les variables a et b préalablement déclarées.

On renouvelle nos notations, et utilise a, a’, a” et b, b’, b” pour dénoter les valeurs
des variables a et b au début d’'une itération de la boucle, a la ligne 19, et a la
fin de Pitération respectivement, ainsi que r et r’ pour dénoter les valeurs de la
variable r en début et fin d’itération.

11. Montrez que a + b est un variant de la boucle principale.
12. Conclure sur la terminaison de cette boucle.

Soit x, y deux entiers naturels, on utilise ci-dessous la notation x A y pour désigner
le PGCD de x et y (défini comme le plus grand entier naturel k divisant x et y).

13. Montrez que r xaAb=r"xa’ AD'.
14. Montrez que a’ Ab =a” ADb”.

On considére enfin I'algorithme du PGCD binaire au complet :
unsigned bgcd(unsigned a, unsigned b)
{
unsigned r = 1;
while (a > 0 && b > 0)
{
while ((a % 2 == 0) && (b % 2) == 0)
{
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a /= 2;
b /= 2;
}
while (a % 2 == 0)
{
a /= 2;
}
while (b % 2 == 0)
{
b /= 2;
}
if (a < b)
{
b=>b - a;
+
else
{
unsigned t = b;
b=a- b;
a==t;
+
}
if (a > 0)
{
return a * r;
}
else
{
return b * r:
}

}

15. Prouvez la correction totale de cet algorithme.



